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Abstract 
Propagations ofaxial， flexural and torsinal stress waves in a two concentrically layered cylinder; an inner 
solid an outer annular cylinders of different elastic moduli each other， isinvestigated as an eigen value prob 
lem of the coefficients matrices of boundary conditions which are derived from the solution of dynamic equa-
tions of cylindrical coordinates by means of Hankel transforms 
The discussions are around the variations of wave velocity with the chage of ratio between wave length and 
the diameter of the outer cylinder， and the wave modes for various wave length. The numerical calculations 
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図-1 円柱座標




(μN2/ρω2)i x::(NJ)/Nu-NαXZ(NJ)/N21O |(4) 
i( 2μN/ρω2)iG?(Nj)-Gf(Nノ)lGf(NJ)
ここと，N=ω/v，N12N2-ρωり N2a=N2- Pω2/ (2μ + A )， ρ:円筒の密度， μ A
Lameの弾性定数であり ，mは波動の円周方向のモードを示すもので，m= 0のとき縦波動，m= 
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二層同心円柱を伝幡する弾性波の位相速度







Rrl(N7)=4(N川 m仙台 ] )一(一1)1叩 Im(Nak_]岡山) (6) 
ただし，1， Kは変形第 1種および第 2種の Bessel関数である。また式中の系数α s，A， B， 
Eは円筒の内外面の変位および応力で与えられるもので次のように示される O
αmk一τrH'")戸げ /3 mkニ σ11.)r=ak' A mk = A mr) r=akl ak， Bmk=Bm)r=向/ak，
Fmk= W"，)r=げ て同 =r巾 1 sinm B exp[iω(t-z/v)]， σr = (J rm cosmθexp[iω(t-z/v)] (7) 
2.2 ねじりj皮重bに士ナして
ねじり波動のみが伝播する場合は
Uニw=σ 二二 σ σ 二二 r 二 r ニ=り。 .rz (8) 
とおくことが出来る O ねじり波動の伝播速度を Vとすれば，
このとき残りの変佼および応)J成分は2.1と同様に
f=fexpliω(t-z/V) I (9) 
と表わせる O この時の波動方程式は
ar rθ/ar+ 2τyθ/γ+δり z/3zzρδ2V/at2 ?? ??
であり，これの変位Uおよび応力成分rrθ は円筒の場合に 図 2 二層同心円柱
c=CI C(I)(Nj)十C2C(2)(N"r) 
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ここで，1， K， k， j， ao' al' azは，2.1と同様である O
以上が円筒に対する変位式であるが，円柱の場合は，az= 0として k=1の項のみを考慮する
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円柱に対して
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τ7θ ・1)戸αrrθ・2)円 12 αm2.j-α ml・2' (23) 
σ，.j)戸町=σ r'2)門 2' /3 m2・1=(1 ml・2' (24) 
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数値解析は，縦波動 (m=0 )，曲げ波動 (m=1 )およびねじり波動に対して行ない，円筒と
円柱の弾性係数，ポアソン比をそれぞれEl' ν1・E2' ν2として次の2つの場合について行った。
i ) E]<E2の場合 (Case1 ) 
このとき，円柱の方が円筒より大きな弾性係数をもっ場合であるがこのとき用いた数値は，
ν1=1/6，ν2=0.3， E/E1 =7 .0，ρ/ρ]=3.2， a/a]=O.O， 0.25， 0.5， 0.9， l.0 
ii) E2<E]の場合 (CaseI ) 
このとき，円筒の方が円柱より大きな弾性係数をもっ場合であるが，このとき用いた数値は，
ν]=0.3，ν2=1/6， E/E2=7.0，ρ/ρ2=3.2， a/a1=0.0， 0.25， 0.5， 0.9， l.0 
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azlaj 0.9， 0.5， 
0.25に対してそれぞ
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図 7 次の縦波動モード (Case1 ) 
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図 9 一次の曲げ波動の位相速度分散曲線 (Case1 ) 図 10 次の曲けや波動の位相速度分散曲線 (Case1 ) 
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図-13 一次の曲げ波動モード (Case1 ) 







































図ー14 次の曲げ波動モード (CaseI ) 
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図ー16 一次のねじり波動の位相速度分散曲線 (Case 図 17 一次のねじり波動の位相速度分散曲線 (Case
、〉. 
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， ， 円筒部に著しCase Iで，
JYVEILI 












なるに従い Case1では変位むと応力 r8 zは円筒部に集中し rrBは円筒と円柱の境界に集中
し， Case Iでは変位，応力とも円柱部に集中している。
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